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Classificatore con Massimo Margine

Var,

IDEA 1: Selezionare
I'iperpiano che
massimizza il margine
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Vettori di supporto

Var,

Vettori di Supporto
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Come trovare il margine massimo?

A

Var,
La misura del margine e:

2K

wi

Il problema da risolvere e

WX +b=+k ,hseX epositivo
WX +b< -k ,seX enegativo
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Scalando l'iperpiano...

Var : R
ar Ci sara una scala tale

che k=1.

Il problema diventa:

2
W] N
WX +b=+ 1 seX epositivo
WX +b< - 1 seX enegativ
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Problema nella forma finale
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WX +b=>+1 vy =1
WX +b<s-1 vy =-1
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Definizione di errore sul training

= Dati di Training

iR - {]] (%es Yo)seee(%, i) ORY {21

= Rischio (errore) empirico
I

Rend F151 2.3/ 1 (X) — |

= Rischio (errore) '™

REFT= [2[f (%) - YdP(x, Y)
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Caratterizzazione dell’errore (parte 1)

= Dalla teoria del PAC-learning si h¥(gpnik):
log(9)
R(@) < Rinp(@) +6(5,—7)

¢(d |og(5)) — \/ d(log4-+1)-log(%)
R ¢

doved e la VC-dimensioni e il numero di esempi di

training, o0 e il bound alla probabilita di avere tale
errore en e un parametro del classificatore.
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Molte altre versioni di tale teorema

Theorem 2.11 (Tapnik and Chervonenkis, [Vapnik, 1995])

Let H be a hypothesis space having VC dimension d. For any probability
distribution D on X x{—1, 1}, with probability 1— 0 over m random examples
S, any hypothesis h € H that is consistent with S has error no more than

. 2 2e X m 2
error(h) < e(m, H,8) = —(d x In + I-n..g),

o .

provided that d < m and m > 2 /e.




Caratterizzazione dell’errore (parte 2)

Teorema 2 (Vapnik): Si consideri la classe delle ipotesi de
iperpiani sgnWiX +b) dovey, (WX, +b) =1 ||Jw|kg A

ed i vettori X sono tutti contenuti in una sfdraiaggioR
allora la VC-dimensiounl della classe di ipotesi

& minore di Min(A°R?,n) +1
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Problema da ottimizzare

= L’iperpiano ottimo:
» Minimizzare T(W)——HV\M

» Soggettoa Y (WX )+b)=11=

= || duale e piu semplice da trattare
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Definizione del Lagrangiano

Def. 2.24 Let f(w), h;(w) and g;(w0) be the objective function, the equality
constraints and the inequality constraints (i.e. >) of an optimization problem,

—

and let L(w, a, [3) be its Lagrangian, defined as follows:
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Problema di ottimizzazione Duale

The Lagrangian dual problem of the above primal problem is

]

mazximize 0(a,[3)

subject to a >0

where 0(a, _,5) = infwew L(W,da, 5)
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Trasformazione nel duale

= Dato Il Lagrangiano del nostro problema

m

L(,b,G) = 5 Z&E yi (T - T; + b) — 1]

|_

= Per risolvere il duale dobblamo calcolare

—

0(&,3) = infyew L(@,a,0)

= |mponiamo le derivate = 0O, rispettova

O

. — — m e
P— — W — E Y.Ly — 0 — w = E Y g5
i=1

i=1
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Trasformazione duale (cont.)

= e rispetto @

m

OL (@, b, Q) _
- — ; yic; = 0
m Sostitulamo nella funzione obiettivo

m

1
L(d@,b,&) = - — ) oilyi(if - 7 +b) — 1] =
i=1

1 m m m
= § E 'yg'yjﬂt.g&j;ﬂ . if_:f — E Yily Qg Qv E_;- . '.f;; + E X
i,7=1 i,7=1 i=1
m 1 m
— E k; — § E 'y'iyj Oc'i'f.l;'j;if.i . 'J_Tj
i=1 i,7=1
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Problema (duale) finale

i

i

1
Marimaze E ; — = E Vil OO Ty~ T
i 9 Yiljgljlyg - Ly
i=1

subject to «; = 0,

m

ij=1

1 =1,...m

Z yic; =0

i=1




Teorema di Khun-Tucker

= Condizioni necessarie e sufficienti per avere un soluzione ottim

OL(w*, &, 3*) -
oo
OL(w*,a*,3*) )
o gi(w’) =0, 1=1,..,m
gi(w*) <0, 1=1,...,m
aj >0, 1=1,...m
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Conseguenze dei vincoli

Vincoli di Lagrange: Zay, 0 w= Za' y X

Vincolo di Karush- Kuhn Tucker

a [y, (X w+b)-1]=0, 1=1,...)
| vettori di supporto sono quelli che hammo  non nullo

Per ricavard applichiamo la seguente formula

w* - T+ wt T
)

h* = —
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Dati di training non separabili inearmente

Var,

Si introducono le
variabili di slack ¢,

Si permettono degli
errori penalizzando la
funzione di
ottimizzazione
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Soft Margin SVMs

| nuovi vincoli sono :
y, (WX +b)21-¢& OX
&=20

Var,

La funzione obiettivo
penalizza gli esempi
incorrettamente classificati

1o
min || W +CY, &

C e il trade-off tra margine
ed errore
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Conversione nel duale

{ T??-'E"-'ﬂ- Hu H _I_ C Zm
yi(W - o3 +0) > 1 — E-z.r Vi=1,..,m
>0, 1=1,..,m

L

""I.\:'

- 1 C n

= Deriviamo rispetto aTv,f eb
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Derivate parziali

OL(w, b, &, &) R
o — 0 — Zl Yic;
L (5, b, £, & : ,
C (u___hﬁa) T
o0&
OL(w,b.E,d)
b - Z} yia = 0
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Sostituzione nella funzione obiettivo

Tri J_ m ) J_
i—=1 ij=1
i=1 “. j=1
Tri ) TT'E- |
L 1
= Z =5 Z yiyjoiag (T - 75 + Fdij)r
1—=1 “. :

= 9, di Kronecker

L
C

v -

& =




Problema duale di ottimizzazione finale

m

I« o1
v — = Yilyj Qi g\ Ly = Ly + —ﬁgj
) C

s e

a; >0, Vi=1,...m

Zil yio; = 0

=



Soft Margin Support Vector Machines

y(WIX +b)=1-¢& [IX
é& =20
L’algoritmo prova a mantenere a z&€f@ massimizzare il margine

1o
m|n2||W|| +Czifi

NB: L’algoritmo non minimizza il numero di errori (problema NP-
completo); minimizza la somma delle distanze dall'iperpiano

SeC - o, la soluzione tende a guella degrd-margin

Attenzione !!l:'seC = 0 si ottiend|W|| = 0. Infatti posso sempre
trovare yb>1-¢ [IX

Se aument®@ tendo a diminuire il numero di errori. All'infinito il

numero errori devono essere 0. Questo e esattamente la formula:
hard-margin.
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Robustezza defoft vsHard Margin SVMs

Var,

TS 0 Var,

Soft Margin SVM Hard Margin SVM
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Soft vs Hard Margin SVMs

= || Soft-Marginha sempre una soluzione

= || Soft-Margin e piu robusto agli esemgtrani

= |’ Hard-Margin non richiede parametri
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SVM-light: un implementazione delle SVMs

= |mplementa Il soft margine

= Contiene le procedure per la soluzione dei probbtami
ottimizzazione

= Classificatore binario
= Esempi e descrizioni al sito:

http://www.joachims.org/

(http://svmlight.joachims.org/)
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